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Daten und Codierung

Brieftragerproblem

Eines der bekannten Probleme der Graphentheorie
ist das so genannte Brieftragerproblem. Dabei
geht es um die Vorstellung von einem Postboten,
der in den StraBen einer Stadt — auf beiden Seiten
der StraBe gleichzeitig — Briefe zustellt. Er soll es
auf dem kurzesten Weg erledigen, jede Stral3e
mindestens einmal passieren und wieder zum
Ursprung zurtickkehren

Der chinesische Mathematiker Guan Meigu (*1934),
auch bekannt als Mei-Ko Kwan, prasentierte das
Problem erstmals 1962. Deshalb erhielt es auch
den Namen , Chinese Postman Problem™.

Fur die Losung des Problems wird das StraBennetz
als Graph modelliert. Kreuzungen werden darin zu
Knoten, die StraBen werden zu Kanten.

Enthalt der Graph einen Eulerkreis, ist der klrzeste
Weg die Summe aller nacheinander durchlaufenen
Kanten. Also wird im ersten Schritt zur Lésung
geprUft, ob der Graph Knoten mit ungeradem
Grad enthalt.

Der Graph in unserem Beispiel enthalt vier Knoten
dritten Grades. Um im Graphen einen Eulerkreis
zu erzeugen, werden zusatzliche Kanten einge-
flgt, die jeweils zwei Knoten dritten Grades
verbinden. Dabei werden die beiden Verbin-
dungen gewahlt, die zusammen die kirzeste
Wegstrecke ergeben.

In unserem Beispiel gibt es mehrere Moglich-
keiten, die Knoten dritten Grades zu verbinden:

- + @ — & 1400800
@-@ + ) - =700+700
-6 + E)—@ =150+ 1100

Die Verbindungen mit der kirzesten Wegstrecke
fihren vom Riesenrad zum Rathaus und vom
Krankenhaus zum Schwimmbad. Unter Einbezie-
hung dieser zusatzlichen Kanten ergibt sich ein
Eulerkreis, und der Postbote kdnnte beispielsweise
diesen kurzesten Weg nehmen:

0-0-D-0-0-6-0-0-
D-®-0-0-®-

_ 6_
0-90-0-6-0-0
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Brieftragerproblem

Aufgabe 1
Ein Brieftrager soll in den StraBBen der abgebil-
deten Stadt Briefe austragen. Er soll am Rathaus
starten, alle StraBen ablaufen und wieder zum
Rathaus zurtickkehren.

Schloss ﬁ

" Theater
Rathaus
N

N
Kirehe i‘h’,

a) Existiert in der abgebildeten Stadt ein Weg, auf
dem der Brieftrager alle StraBen genau einmal
ablduft und der ihn wieder zum Rathaus zuriick
fihrt? Begrtinde deine Antwort.

Bahnhof

=)

Da alle Knoten einen geraden Grad haben,
enthalt der Graph einen Evlerkreis.
Evlerkreise sind geschlossene Kantenzige,
die alle Kanten eines Graphen genav einmal
enthalten ond bei denen Start- ond End~
knoten identisch sind. Folglich existiertein
Weg, auf dem der Brieftriger alle StraBen
genav einmal ablavft ond wieder 2urlick zom
Rathavs gelangt.

b) Wie ermittelt man die Ldnge des kirzesten
Weges, den der Brieftrager durch die Stadt
nehmen kann?

Evlerkreise enthalten alle Kanten eines
Graphen genav einmal:*Die Linge des
kirzesten Weoges in einem Eolerkreis
ermittelt man folglich dorch Addieren der
Lange aller Kanten (Strafen).

¢) Nenne einen:mdglichen Weg, den der Brief-
trager durch die Stadt nehmen kann.

Rothavs < Theater - Kirche - Schloss -

Bahnhof - Rathavs - Schloss - Theater -
Bahnhof - Kirche - Rathavs
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Aufgabe 2

Nenne weitere Anwendungsbeispiele fiir-das
Brieftragerproblem?

— Tourenplan Schneepflog
— Routenplan Google-Street=VView-Aoto
— Tourenplanong Mollabfokr

Aufgabe 3

Warum ist es sinnvall, in einem Graphen durch
das Einflgen zusatzlicher Kanten einen Eulerkreis
ZU erzeugen?

Ein Groph.ist ein Evlerkreis, wenn in ihm ein
Weg miglich ist, der alle Kanten genav einmal
dorchldoft ond zom Avsgangsponkt zoriick
fohrtg

Dureh das Erzevgen eines Evlerkreises mit
Hilfe zositzlicher Kanten ist ein Weg maglich,
auf dem der Brieftriger alle StraBen (Kanten)
einschlieflich der zusiitzlichen Kanten nor
einmal ablavfen moss ond wieder zoriick zom
Avsgangsponkt gelangt.

Aufgabe 4

Durch welche zusatzlichen Kanten lassen sich in
den folgenden Graphen Eulerkreise erzeugen?
Zeichne die zusatzlichen Kanten ein.

Beispiellosungen:

a)
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Brieftragerproblem

Aufgabe 5 ) Welche Verbindungen ergeben zusammen die

Der Graph bildet eine Stadt ab, in deren StraBen kurzeste Wegstrecke?

ein Brieftrager die Post austragen soll, bevor er

wieder zum Ausgangspunkt zurickkehrt. [—J + C-D-H-F =/800 + 600

Der Graph soll verandert werden, um die kiirzeste [-J + C-E-F =,800 +1000

Route des Brieftragers ermitteln zu kénnen. F-G-J+ C-B-| = 700 + 700
F-G-J+C-D-B-—1l = 700 + 500
F-G-J+ C-D=H-=1 = 700+ 600

Die kirzeste Wegstrecke ergibt sich dorch
die \erbindongen F — G — J ond

C — D -B—Lmit einem Gesamt-Kanten-
gewicht von1200.

a) Welche Knoten mussen dazu mit zusatzlichen
Kanten verbunden werden?

Die Knoten C, F, |, J sind 3. Grades. Um
einen Evlerkreis 20 erhalten, missen diese

vier Knoten mit zusitzlichen Kanten ver-
bonden werden.

b) Welche Moglichkeiten gibt es, diese Knoten mit
zusatzlichen Kanten zu verbinden?
= + C-D-H-F
[-J + C-E-F
F-G-J +C-B-|
F-G-J + C-D-B-|
F-G-J + C-D-H&l

Eulerkreis finden mit dem Hierholzer-Algorithmus

Auf der Website der Technischen Universitat Minchen gibt es die Mdglichkeit,
mit Hilfe des Algorithmus von Hierholzer in einem selbst erstellten Graphen
einen Eulerkreis zu finden.

Autoren: Mark J. Becker, Wolfgang F. Ried|
https://www-m9.ma.tum.de/graph-algorithms/hierholzer/index_de.html (Stand Marz 2021)
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Algorithmus von Dijkstra

Der niederldndische Informatiker Edsger W. Dijkstra
(1930-2002) erfand einen Algorithmus, der das
Problem des kirzesten Pfades 16st. Mit Hilfe des
Algorithmus kann man — ausgehend von einem
Startknoten — den kirzesten Pfad zu allen anderen
Knoten eines kantengewichteten Graphen
bestimmen.

Der Algorithmus basiert darauf, dass man vom
Startknoten und von jedem weiteren besuchten
Knoten aus stets derjenigen Kante folgt, mit der
sich die kirzeste Verbindung zwischen dem Start-
knoten und dem nachsten erreichbaren, unbe-
suchten Knoten aufbauen l3sst.

Entsprechend wahlt man in unserem Beispiel unten
im 3. Schnitt die Kante mit dem Kantengewicht 2,
und nicht die Kante mit dem Kantengewicht 5.

Der Algorithmus von Dijkstra zahlt zu den so
genannten gierigen Algorithmen. Bei diesen
Algorithmen wird in jedem Schritt nur die aktuell
beste Losung ausgewahlt. Vorherige oder nachfol-
gende Entscheidungen werden nicht bertcksichtigt.

Dementsprechend wird die Entfernung zu einem
besuchten Knoten (in unserem Beispiel blau
gefarbt) nicht mehr geandert, auch wenn sich in
der Folge eine geringere Entfernung ergibt.

Die Entfernungen zu Knoten, die noch nicht
besucht wurden (erkennbar am blauen Rand),
kdnnen sich hingegen éndern, sobald sich tber
eine andere Route ein kirzerer Weg dorthin ergibt.

So wird schrittweise Knoten fir Knoten besucht,
bis der kirzeste Weg zum Zielknoten gefunden
wurde oder-bis die Entfernungen aller Knoten zum
Startknoten bekannt sind.

Beispiel fiir das Anwenden des Algorithmus von Dijkstra

1. 5 8 205 8
2 3 2
4 6 4 6
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Algorithmus von Dijkstra

Aufgabe 1 Aufgabe 4
Was zeichnet die so genannten gierigen Ermittle mit Hilfe des Algorithmus von Dijkstra die
Algorithmen aus? Lange der kirzesten Routen von der Bundes-

C . T h Berli llen L h 3 :
Bei gierigen Algorithmen wird mjedem auptstadt Berlin zu allen Landeshauptstadten

Schritt nor die aktoell beste Losong avsge-
wihlt. Vorherige oder nachfolgende Ent-
scheidungen werden nicht bericksichtigt.

Aufgabe 2

Ermittle mit Hilfe des Algorithmus von Dijkstra den
kdrzesten Pfad vom gelb umrandeten Knoten zum
gelben Knoten.

5 3 7
0 Ozn©

Aufgabe 3

Ermittle mit Hilfe des Algorithmus von Dijkstra die Aufgabe 5

Lange der klrzesten Pfade vom gelb umrandeten  \orin besteht der Vorteil des Algorithmus von
Knoten zu allen Gbrigen Knoten des Graphen. Dijkstra gegeniiber der Brute-Force-Methode?

Mit der Brote-Force-Methode benstigt man
selbst bei kleinen Graphen sehr viel Zeit, om
alle msglichen Wege dorch den Graphen 2v
finden und den kiirzesten Weg 20 ermitteln.

Beim Algorithmos von Dijkstra reichen im
Vergleich dazv wenige Schritte avs, om den

kiirzesten Weg dorch einen Graphen 20
finden.
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